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Modul-Arithmetik

Referenz: [Halbeisen-Skript: Kapitel 10]

Im folgenden fixieren wir eine ganze Zahl n > 1.

Definition: Fiir a,a’ € Z schreiben wir a = o’ mod (n) und sagen ,a ist kongruent zu @’ modulo n*, falls

a’ — a ein Vielfaches von n ist.

Proposition: (a) Dies ist eine Aquivalenzrelation auf Z. /
. = / . = / /
(b) Gilt { a =da mod (n) und 50 gilt auch a+b=d+b mod (n) und .
b= mod (n) a-b=d b mod (n) v

(c) Fir jedes a € Z existiert ein eindeutiges b € Z mit 0 < b < n und @ = b modulo (n). Also ist

{0,1,...,n — 1} ein Représentantensystem fiir die Aquivalenzrelation.
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Man konnte die Menge Rep := {0,1,...,n — 1} mit einer Ringstruktur versehen, indem man zu je zwei

Elementen a,b € Rep die eindeutigen Elemente a®b und a ©b von Rep assoziiert mit a+b = a®b mod (n)
4,0 © ep Lo = awe et
und a - b =a®bmod (n). In der Praxis geht man anders vor:
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Proposition-Definition: Bezeichne die Aquivalenzklasse eines Elements a € Z mit [a]. Dann existiert

eine eindeutige Struktur eines kommutativen unitdren Rings auf der Menge

Z/nZ = {[a]:a €Z} K

mit dem Nullelement [0] und dem Einselement [1], so dass fiir alle [a], [b] € Z/nZ gilt:

[a] +[b] =[a+b]  und  [a]-[b] =]a-0]
Weiter ist das additive Inverse jedes Elements [a] gleich [—al].
fos DALAL s B, (50w bk CT=06] = [asb )= (a7
— ( ek (47 = (T
Plomr A b AT’ e bTE ol —
oat ] abale b = =

-’ll-egl o qgéa}é( L;,,,_ﬂ_(ﬁ,/_

(2ng ey R i, Fah ce€ld o (ab)-c= alb-c)
= Q’-ﬁ"] E@ (7= (7-Cc= [CaLJ-Cjz { o (LC)]:]_-,,‘] ] = (] @g].fcj).

M"A—J—BL Aprers
Pac . [aYe (=)= [ax ] =led
Pl enidih of Mhts Ponees o (2] ok G =7 Q



Proposition: Ein Element [a] € Z/nZ ist genau dann invertierbar, wenn a teilerfremd zu n ist.
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Beispi{:l: Die invertierbaren Elemente von Z/8Z sind [1], [3], [5], [7] mit [3]* = [5]* = [7]* = [1]. ‘
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Beispiel: Das Element [5] von Z /267 ist invertierbar mit dem Inversen [—5] = [21].

T lore . [€1-6rT=(1r]= [-1]
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Proposition: Der Ring Z/nZ ist ein Kérper genau dann, wenn n eine Primzahl ist.
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Definition: Fiir jede Primzahl schreiben wir kiirzer F,, := Z/pZ.

Proposition-Definition: Fiir jeden endlichen Korper k gilt:
a)/Es existiert eine eindeutige Primzahl p, so dass k einen zu F, isomorphen Unterkérper enthélt.
istiert ei indeutige Primzahl p, so dass k ei F, i phen Unterkorp thalt

(b) MDiese Primzahl heisst die Charakteristik von k.

(c) Die Kardinalitit von k ist gleich p™ fiir eine natiirliche Zahl n > 1.
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Satz: Fiir jede Primpotenz p™ existiert ein endlicher Korper k£ mit |k| = p”, und je zwei SOlCEe sind
R
isomorph.

(Beweis eventuell spéter)
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Priof)osition-Deﬁnition: Sei p eine Primzahl. Sei R ein kommutativer unitarer Ring mit der Eigenschaft
p-1r = 0. Dann ist die Abbildung

p:R— R, aw—ad’
ein Ringhomomorphismus, das heisst, fiir alle a,b € R gilt
DUDSNOMOMOTPIISIITIS
plat+b) = pla)+¢0)

p(a-b) = p(a)-p(b)
p(l) =1

Dieser Homomorphismus heisst p-Frobenius und wird bezeichnet mit Frob,,.
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Proposition: Fiir jeden endlichen Korper k£ der Charakteristik p ist Frob,: & — k ein Automorphismus

und auf dem Unterkoérper I, die Identitat.
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Folge: (Kleiner Satz von Fermat) Fiir jede Primzahl p und jede ganze Zahl a gilt a? = a mod (p).
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Proposition: (Satz von Wilson) Fiir jede Primzahl p gilt (p — 1)! = —1 mod (p).
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